
Curso de Hidrauhca General
(Con� inuccion)

Cualqutera rotaci6n horizontal normal a la fuerza, no da trabajo. ::,C por 10
tanto acusa indiferencia del equilibrio para ella. Una traslacion vertical asccndente
disminuye la subpresion y genera la reaccion correspondiente que vuelve a sumer

gir el cuerpo a la posicion de equilibria. Una traslacion vertical descendente, al
aumentar la subpresicn. tiende tambien a restablecer el equilibria.

Una rotacion virtual de eje vertical, no haec tampoco trabajar las fuerzas.
Queda por examinar el caso de rotaciones de ejes horizontales. Nos limitaremos a

considerar rotaciones que no sacan al centre de carena del plano de simetrfa que 10
contiene.

En Ia fisura 11 hcmos dibujado el s6H
do flotante en su rotacion virtual elemental
d a. Para el estudio elegirernos una rotacion
que no altere el volumen de [a carena. Los
pianos de trazas ,48 y ED son las flota
ciones anterior y posterior a la rctacton.
Ilamandc jlotaci6n a la prolongaci6n del
plano de 18 superficie Iibre dentro del
solido.

Observando Ia figura, se ve que por Fig. !l
efecto de la rctacion en torno del eje 001
el centro de carena C se ha trasladado a C. y que se ha generado un par ccmpues
to de la subpresion vertical ascendente aplicada en C, y el peso aplicado en C;.
Vemos edemas que SI Ja vertical elevada desde CI corta al eje de simetrfaXX
mas arriba que G, en un punta tvi, este par tiende a restablecer la posicion de
equilibria. Lo contrarfo ocurre si ld esta entre C y G. Par 10 tanto, Ia condi
cion de equilibria estable es que la distancia Cf\.4 sea mayor que la distancia CG.

El punta AI! cuya ubicaclon es decisive para la estabtlidad del equilibria se

llama metacentro.
Se reduce pues el problema a encontrar la distancia metacentrica C/\,j.
Prirnero debemos notar que sf consideramos los husos de trazas AOE y ODB

(iguales per hipotesis}, como constituidos par los prtsmas elementales engendrados
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per Ia rotaclcn, de base d (I), Y de altura r d a, el integral desde un extrema a

otro a de ser nulo:

fll+:":
Como d a no es cere, por hipctesis. €1 otro factor debe serlo. Luego, el mo

menta estfitico de la supcrficie de floraclon, es mrlo. POI' 10 tanto, el eje GOl pesa

por el centro de gravedad de ella.

Tomemos mementos de los volumenes de carena respecto ala traza del plano

bisector de los husos, en €1 plano de simetrfa. traza que pasa por el centro de graveded
de el105. El momento de los volumenes podemos descomponerlo en des sumandos:

memento de Ia parte comun, inferior a la linea EOB y memento de los busos de

secci6n AOE, de la carena antes de Ia rotacion y DCR de Ia posterior a ella.

Como el memento de cada buso respecto a esc eje es nulo, per ser el eje X, X{

bisector, se sigue que ambas carenas dan mementos iguales con respecto a ese eje.
De aqui se deduce que los centres de carena C y C1 estan sabre una recta pe

ralela al eje X, X"

La diferencia de los mementos de los vofumcnes de carena respecto al eje

X� X2, perpendicular aJ bisector y situado tambien en el plano de simetria, es

V X CC" llamando V cl volumcn de la carcna (pues el mornento de la carena

primitlva es V X CR; el de Ia segunda es V X C, R, de signa contrario al ante

rior). Las distancias CR y C,R son normales al eje X2X2, como se desprende
del paralelismo de CC, con XI Xl

Esa diferencia de momentos debe ser deb ida a los husos. parte no comun de los

volumenes de la carena, ella vale:

El integral es cl momenta de mercia de la superficie de flotaci6n respecto al

eje 00" que pasa par su centro de gravedad. La diferencia de los momentos se

puede escribir:

VXCC,=Id",

Notando que d a es igual a
Cc,
CM

se t iene finalmente que:

1
CM=-

V
(9

La distancia entre el centro de carena y el metacentro es por consiguiente

Igual a [a r&zQP entre el momento de inercia de Ia superficie de fiotactcn y el YO-
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lumen de la carena. Para que el equilibrio sea estable ha de ser mayor que Ia dis
tancia entre el centro de carena y el centro de gravedad.

EjErvlPLos.--l.o Se puede averiguar el peso especifico que debe tener una viga
cuadrada de madera, considerada homogenea, para que flote con un lado 0 con

una diagonal horizontal.
2. ° Aqui nos contentaremos can averiguar que prcporcion debe haber entre el

diametrc de la base y Ia altura de un cilindro homogeneo que pesa JCO Kg/m3
para que fiote con su eje verticaL

La parte sumergida es la mitad del volumen del cilindrc.
Si lIamamos x ala razon que buscamos (.1:=D:I1), obtendremos D=xh y

por 10 tanto, el volumen de la carena sera:

1I'"D2 h
V�--

4X2 8

El momenta de inercia de la flotacion, que es igual al que dan Ips bases del cilindro,
respecto a un diametro, vale:

64 64

La distancia Ci\ f. es:

i 11' x· hi 8 1
C.·\1=- = _ ...

--.
-.- � _xlh

V 11' 64 Xl hi 8

1
La distancia entre cl centro de carena y el centro de gravedad es 4" h, por

consiguiente, se tiene:

x� ± 1,41

La ralz negativa no tiene significado, y por 10 tanto podemos decir que es

posible la flctacion de un cilindro homogeneo que pesa 500 !{g/m3, can su eje ver

tical si el diametro de Ia base es mayor de 1,41 veces la altura.
En e! Laboratorio de Hidraulica se pueden experimentar los principios de Pascal

y Arqulmedes, las presiones totales y las condiciones de equilibria de cuerpos flo
tantes.

Salvo el case de fen6menos capilares, de los cuales se puede prescindir en la

practlca del ingeniero, puede declrse que Ia Hidrostatica est€!' perfectamente com

probada por la experimentacion.



68 Anales del Instituto de Ingeniero8 de Chile

CAPITULO III

Nociones fundamentales de Hidr-atrlfca

IJ. Ecuaciones Iundamemales.v-Lt. C!asificaci6n de los cscurrlmicntoa-c-H. Movimiento permanente
del llquido perfecto.e+Teorema de U�rnoulli.-l(J. Corrienres ifquidas, ba�to.··--17. Extension
de la suma de Bernoulli a [ada Ja ccrriente. Ejemplo.-18. Vnrlccion de III SUn11l de Bcmou
Ui en corrienres ebtertas. Escurrtmtcnto critico. Velocidad de propagacjon de las oooes.c-
19. C/l!culo de le profundidad crft.ica y del Bernoulli crtclco. Ejemplos y eplicacicnce.v-
20, Potencia biddnl!ica.-21. Perchdas de carga.

13. Ecuaciones fundamentaIes.-Para establecer las ecuaciones generales del mo

vimiento de cada partfcula llquida, en funcion de las fuerzas exteriores que Ia soli
citan, tcmando en cuenta las Iigazones que provienen de ra forma de Ie canalizacicn
y de las demas condiciones del escurrimiento, se pucde recurrir, como se hace en Ia
Dinamica del solido. a cscribir la ecuacion itineraria de cada molecule, cs decir, las
relaciones que dan las ccordenadas actuaies en funcicn de las fuerzas solicitantes y
de las ccordenadas iniciales. Estas ecuaciones que constituyen cl sistema de Lagran
ge, derivadas respectc al tiempo, darien la velocidad de las partfculas. Si en vez de
seguir este camino ordinario, se considcra el regimen de movimlento de la partfcula,
o sea, si estudiamos en cada punta fijo del espacio las vclocidades con que va pa
sando el A6ido en cada Instance, velocidades que dcpenden de las fuerzas solicitantes

y del tiempo, obtendremos relaciones en que apareceran las proyecciones de las ve

locidades sabre ejes coordenados en funcion de las fuerzas solicitantes y de dicho

tiempo. Estc ultimo es el sistema de Euler: es el uti! en Hidraulica. Se esrableceran
las ecuaciones de Euler en liquidos perfectos y podran ser usadas en liquidos natu

rales, can frotamientos, agregandoles terminos correctivos.

Consideremos, pues, siguiendo a Euler, un Ouido perfecto que se mueve bajo
la acclon de fuerzas exteriores proporcionales a la masa de el, y un punto fijo en eI

espacio dentro de Ia mase liquida. Se elrge un sistema de ejes coordenados ortogo
nales en el que v, Y, z. son las coordenadas del punto considerado: u, V, IV, las

prcyecciones sabre los ejes de la velocidad que posee una partfcula al pasar par el

punto fijo ccusiderado, en e1 mstante l; X, Y, Z, las proyecciones de la aceleracion
resultante de las fuerzas exteriores, 0 sea, las proyecciones sobre los ejes, de las
fuerzas que obran sobre la unidad de masa del fluido : p, la presion en el punta
en el instante t, que es independiente de Ia orientacion del plano sobre el cual se

considere actuando, pues el llquido es perfecto, y p Ia masa especifica, que es cons

tante en los Ifquidos incomprcsibles, pero que en general es tambten funcion de las
coordenadas del punto y del tiempo.

Las componentes u, v, w de la velocidad varian en du, dv, dw, en el tiempo
dt, sicndc du, dv, dw, los diferenciales totales de la velocidad respecto- a las cuatro

variables x, 3', z, t. La variacion de la velocfdad se expresa, pues, referente a1 eje
de las X.
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au au au du
dtl�-- 0'1 + -- dx + -- dy + ---- dz

at ax 0')' 81.

La acelcracion efectiva de la partfcula a su paso par el punto fijo es esta va

riacion par unidad de tiempo, a .sea:

au au au dx au
--�-+--+
di al ax dt ay

d'! uU
---+---

dt r)z

dz au au au au
- �--+u-+v-+w-
dt at ax iJy az

Constderemos ahara la partfcula elemental

fluida. movil, can la forma de un paralelipf
pede rectangular, cuyas aristas estan orienta

das segun los ejes y miden dx, dv, dz (fig. 12).
Sabre ella obran las fuerzas extez-iores, cuya

aceleracion resultante se proyecte, como se di

jo, en X, Y, Z y las presiones en sus caras.

Podemos escribir la ecuacion dinamica y
respecto al ejc de la X, notando que si p cs la

presion en el centro de gravedad del paralelipi
pedo, en las caras antagonlcas de rnagnitud
ely, dz, esa presion es:

/ ap
ti= >: -dx

2 ax

z

_r------·x

Fig. 12

y
[ ap

p+- --o'x
2 ax

y las presiones totales sobre dichas caras seran el producto de estas presiones unita

rias por Ia magnitud dy dz del area. Las fuerzas exteriores dan per resultante, res

pecto al eje de las X, el producto de la masa p d.r. dy dz par X', que es Ia proyeccion
de la aceleracion resultante de ella sobre dicho eje. Se tiene, pues, la ecuaci6n:

(au aU au au ) / ap
o dx dv dz -+u-+v--+w- �(P----dx)dydz-

al ax ill' az 2 ilx

/ ap ,
- (p + - -- - dx) dy az + p dx dy dz X

2 ax

Simplificada y dividida p, esta ecuacton, y las otras des analogas respecto al

eje de las Y y de las Z, quedan:

aU au ilu au J ap
-+u· -+v-+w------=x-----
at ax dy 8z pax

av au av av 1 ap
----+u-- +v-+w-�y-----
dt ax ay ax p ay

(I

aw aw aw iJw ap
+ u- +v.,--- +w-= z-

dt ax iJy az p QZ

que son las ecuaciones de la Hidrodinamica debidas a Euler.
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Si en estas ecuaciones suponemos nulas las velocidades, sus derivadas tambten
10 seran. Se obtienen as! las ecuaciones generales de la Hidrostatica. Se podrfa de

cir a la inversa, que las ecuaciones de Ia Hidrodinarnica pueden obtenerse de las
de Ia Hidrostat ica agregando a las fuerzes extcriores que figuran en elles las fuerzas
de inercia por unidad de mesa, de acuerdo con el principia de D'Alembert.

Los lfquidos perfectos son incompresibles: la densidad es constante en ellos. Si
se conocen edemas todas las fuerzas exteriores, las ecuaciones (1, dan tres relaciones
entre las cuatro funciones u, V, U', p, de las variables independientes x, v, Z, t. Es nece

sario, pues, establecer una cuarta relaci6n para dejar determinado el sistema. Esta
relacion sc obtiene de la condicion de incompresibilidad del liquido 0 de Ia invaria

bilidad del voiumen, llarnada ecuaci6n de coruinuidad.

Supongamos un paralelipfpedo recto fijo en el espacio, cuyas aris-es elementales
sean dx, dy, dz En el centro de gravedad de el, de coordcnadas x, y, Z, la veloci
dad tiene de proyecciones u, v, u}. Por este paralelipfpedo ideal pasa el lfquido. En

la cara anterior de magnitud dy dz, en el Instante t, la velccidad se proyecta en

au
u- ---dx

2 ax

y entra en consecuencia un volumen

1
(u- --

2

au
-- dx) dy dz
ax

sale per la cara posterior, de igual magnitud, un volumen

I au
(u + - -- dx) dy dz

2 ax

La diferencia con el que entre es:

I au I au B u

(u---dx)dydz--(u+---dx)dydz�--- -dx dy dz
2 ax 2 ax ax

Analogamente por las otras caras, la diferencia entre el volumen que entra y
sale en ct instante t es:

Bv
---dydzdx

By

aw
---dzdydx

az

Como no pudo quedarse nada dentro del paralelipipedo, pues el lfquido es in

compresible, se tiene:
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au
---dx

ax

av
dy dz--- dy

iiy

,

aw
dz dx - -- dz

a z
dy dx=O

o sea, sirnplemete:

iJu av a'W
---+-+-",0 2)
ax o v a z

Con esta ecuacion queda determinado el sistema de ecuaciones de la Hidrodi
namica del liquido perfecto.

14. Clasificaci6n de los escurrimientea+-Antes de prcceder a Ia integracion de
las ecuaciones fundarnentales en 18. forma restringida en que solo podemos hacerlo,
es necesario conccer las clascs de movimientos Ifquidos que vamos a estudiar y la
nomenclatura que se usa comunmente.

La forma mfis interesante de escurrjmiento Iiquido es la de corrierue, que defi
niremos como un haz de trayectorias 0 fiietes tiouidos rectos y paralelos, 0 de pe
quefia curvatura y Ienta convergencia 0 divergencia. Las corr-ientes pueden ser

impermanetues y oermanerdes segun que en cada punta del espacio varien 0 no las
circunstancias del escurrlmiento, que son la velccidad, la presion, etc. Las corrientes

permanentes 0 independfentes del tiempo en cada punto, se caracteriaan por la in
variabllidad de Ia seccion norm:Jl 0 corte plano perpendicular a los filetcs 0 direc
cion de la velocfdad de las partfculas. La seccion normal puede, sin embargo, ser

Ientamente variable a 10 largo del camino de Ia corrfcnte. Si edemas de no var iar
una seccion, son iguales a ella las sucesivas a 10 largo del camino, el rnovimicnto de
las partfculas es uniforme, ':/ en este case se ticnen las corrierues uniformes. St a la
invariabilidad de cada seccion eorresponde una lenta convergencia 0 divergencia gc
neral de Ia corriente, es decir. si las secciones sucesivas van aumentando 0 dismi
nuycndo, se tienen las corrientes permanerues gradualmente vortadas. En estes las
velocidadcs reciben continuamente eceleraciones posit ivas 0 negatives.

Sc Haman corrientes obiertas, 0 en contorno abierto, aquellns que tienen parte
de la seccion normal en con(acto con Ia atmosfera, tales son los canales. Cerradas
oen conlorno cerrcdo aquellas cuyo perfmetro esea totalmente rodeado par paredes,
tal es una cafieria.

Algunos autores llaman movimiento variado a los cambios de magnitud, forma
de secci6n y demas circunstancias del escurrimiento que se verffican en cortos es

pacios. Nosotrcs llamamos <singularidodes» (1) a estes ctrcunstancias del escu

rrtmiento.

En canales de riego se encuentran facilmentc escurrimientos permanentes, uni
formes y var-iados. En cafierias tambien es facil encontrar corrientes unlformes. Las
olas son ejemplos de movimientos impermanentes. Un rebalse 0 vertedero es una

singularidad.
Es uti! agregar a cstas defmiciones de los escurrlmientos que estudiaremos, las

(I) Este nornbre, que nos parcce muy uproplado. ha sido dado per Boulanger. cuyo torno II
de Hidraul.icn Cc-cr.! 10 c'cnomrna -Problemes a slngularites et applications>.
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denominacioncs de usc frecuente en Hidraulica; denominaciones que nada tienen de
absoluto.

El lugar geometrico de los centros de gravedad de las sccclones sucesivas de
las corrientes cerradas, el punto media de la superficie librc en las abiertas. sc de
nomina eje hidraulico.

EI eje hidraulico constituye generalmente 1a mas sene ilia referencia de la co

rrtcnte.

Sc llaman naoas /fquidas a los chorros que se rnueven en el aire cuando son

de seccion rectangular de base horizontal. Si cedes las dimensiones de los chorros

son de magnitudes comparables, se llaman venas iiouidas.
E1 escurr imiento por filetes paralelos que, como bemos dicho, caracteriza a las

corrientes, se verifica en la practica en corrtentes de muy poca vclocidad. Si las
velocidades son mayores de eierta vclocidad Hamada limite, el escurrirniento es

desordenado: las trayectorias, Iejos de ser rcctas, son tortuosas y variables de un

momenta a otro: las corrientes sc yen atravesadas por movimientos giratorios que
naccn en las paredes y revuelven toda Ia masa. Si hay superficie libre, estos mo

vimientos son visibles por las ondulaciones de elias.
Osborne Reynolds, en Inglaterra, entre 1883 y 1884, hizo ver la existencia de

la velocided limite: que separa estas dos formes de escurrimientos y calculo su va

lor, proporcional, invcrsamente a las dimensiones de la seccton y directamente a la
viscosidad del Ifquido Hacia escurrir e l liquido PJr un tubo de vidrio, en euyo

centro dejaba escapar un filete coloreado. Si el movimiento de la corriente era len

to, el filete coloreado seguia una trayectot-ia recta; si aumentaba la velocidad, brus

camente se coloreaba toda le masa, 10 que hacfa ver que el escurrirniento se verifi
caba en forma turbulenta, sernejante a las volutes de humo en el aire.

Existen, plies, dos regimenes muy diferentes en el escurrimiento par filetes

paralelos: eI propio de las pequefias corricntes y pequefiisimas velocidades, llamado

par esto escurrimiento capilar 0 estrcuificado, (par capas), de Poiseuille (doctor
frances, que 10 desccbno estudiandc el movimiento de la sangre en los vases cap i

lares), y el turbulenta de las veloctdades de la practica, Hamada por esc hidraulico.
Las ecuaciones son apllcables al lfquido perfecto que se mueve can movimiento

estratificado.
En los movimientos hidraulicos se observa que las velocidades en cede punto

varian con una especie de periodicidad Hamada puisacion, cuya frecuencia y am

plitud, mayor cerea de las paredcs y que- en un mismo punto de la seccton varia

inversamente con Ia velocidad, mide en cicrto modo el grado de turbulencia.

i.C:6ma abordar cl estudio de las corrientes con mcvimiento hidraulico, desor

denado en sus trayectorias y de movimfentos siernpre variables en cada punta? Se

debe a Boussinesq Ia aplicacion de las ecuaciones generales a estas corrientes, las

que mas frecuentemente interesan al ingeniero.
En escurr-irnientos turbulences cuyas condiciones de produce.ion eran indepen

diente del tiempo, por 10 que podrian ser consideradas permanentes, demostraron las

experiencias de Bazin, que a pesar de las pulsaciones, el valor medic de In velo

cidad en cada punto era constante en direcci6n y magnitud. E1 tiempo necesario

para apreciar ese valor, termino medio, debe ser a 10 menos de uno a dos minutos.

Basado en este hecho, concibi6 Boussinesq el movimien.tq media lo,.�l, escu�
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rrimlento hipotetfcc en que la velocidad en ceda punto del espacio es continua

mente el term ina media en magnitud y direcci6n, de las velocidades can que las

molecules del Hquldo pasan por ese lugar.
Tarnbien se puede aplicar este concepto a los movim ientos impermanences can

lenta impermanencia, tal que al calcular los termincs medias de las velocidades en

cada punto se suprtma Ia pulsaci6n mas no la vartacton general correspondiente a

la impermanencia.
Las ecuaclones generales aplicadas a los movimientos turbulentos son simple

mente el termino medic de los correspondfenres a los movlmtcnros realcs instan

ranees.
La Hidraulica estudia casi exclusivamente el escurrimiento de corrientes medias

locales permanentes de agua que se mueve somettda a su peso como untca fuerzn

exterior, Se 'acepta que tal forma de escurrtmlento se verifi�a cuando las condicio

nes externas pcrmaneccn invartables. aunque se produzca una corriente turbulenta.

Ademas, calcularemos como permanentes algunos movirnientos cuya Ienta im

permanencia no afecte los calculos, tales como vaciamiento de depositos, por ejemplo.
St los frotarruencos son desprectables, los movtmtentos de los lfquidos son re

gidos por el teorelna de l3ernoulli, integral de las ecuaciones de Euler, que resuelve

directamente cuestiones sencillas si se conoce Ia forma de las trayectorias. Esto

sucede en los casos que hemos llamado singular-idades. especialmente si elias se ve

rifican sin choques de masas Hqutdas: pues este circunstancia acusa una absorcion

de erergfa, cuya avaluacion se debe generalmente a la experiencia.

Movimientos en que es imprescindible tamar en cuenta los frotamientos y que

apoyandose en la experimentacion se sabe calcular, son las corrientes permanentes

unfformes y las corrientcs perrnanentes varfadas.

15. Movimiento permanente delliquido perfecto. Teorema de Bemoulli-+Aph

quemos las ecuaciones fundamentales a una partfcula movil, solicitada unicamente per

Ia gravedad como unica fuerza extcrna y anirnada de un movimiento permanente.

En un tiempo elemental efecruara un cambio de lugar ds. Elijamos un sistema de

ejes coordenados rectangular orientado de modo que el eje de las Z sea vertical ascen

dente, 10 que nos da:

Llamando dx, c!y, dz las proyecciones del cambto de lugar ds y notanda

edemas que, por ser permanente el escurrirniento, las derivades parciales de Ia ve

locidad respecto al tiernpo son nulas, las ecuaciones de Euler, mult iplicadas por la

respectiva provecctcn del desptaznmiento, scran:

ap dx= -- (u� au au)---- + V +w -- dx

p ax ax ay ax

ap
dy = - (u_iV_ av dV )--- +v +w -- dy

p ay iJx ay iJx

ap (u _�_:w_
aw aw)--dx =- +v +w -- dx-' dz

� az ay iJ z
i;>.
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Sumadas las tres, observando que se pueden hacer los siguientes reemplazos:

dx
u dy =

'dt dy=v dx

dx
u az= '-- dz=w dx

dt

v dz =

dy
--_ dz=w dv

cit
�

se obtlene:

_1_ (_J_P__p ax
dx +

a p'
oy

.
, ap .) dcv _'- _-- cz = _,_. f. .Z=--_.

dz .'

au
dz -

ax

au
-+

c3y

au au av av
+ u dz -- + v dx -._- -t- v dy ._- + v dz -"--- +

az ax c3y a z

aU)
71idx---- +

ax

a to

+ l/) dy
ily aw)+ io dz r-r-r

az

EI parentesis del pr-imer miembro es el diferencial total de p , el del segundo
es el diferencial total de

/
- (u2 + v' +w')

2
.

en que el parentesis cs 1.:1 cuadrado de Ia velocidad V. Se tiene en consecuencia:

Integrando en el Ilquido perfecto, dividiendo por g y notanda que pg=-y, se

tiene:

P
z+

v'
+ -- � Ctc.

2g
(3

Este es el teorema de Daniel Bernoulli (10 di6 a la publicidad en 1733) que
cxprcsa que en un llquido perfecto sometido a su peso y animaclo de un movi

miento perrnanente es constante en el camino de cada partfcula Ia suma de 1a altura

geomctrica 0 cota z, de Ia altura de presion pI'Y Y de la altura de velocidad
Vi,!2 g. Los dos primeros terminos en conjuntc forman Ia cota piezometrica, cuva
constancia define el equilibria de los fiuidos pesados. La altura de velocidad a la
altu.ra representativa de fa telocidad, es la altura desde donde cayendo un punta
material pesado. sin velocidad inicial, adqutere la veloctdad V; plies evidcntcmente
n = \/1/2 g da V = 112··;h� La suma de los tres terminos se llama carga total 0 .suma

de Bernoulli 0 sjmplemente Bernoulli.
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La constancia de la suma de Bernoulli a 10 largo de una trayectoria, demos
trada para el lfquido perfecto en mcvimiento permanente, se aplica a los liquidos
reales cuando los frotarnientos son despreciables y a los escurr imientos impermanen
tes cuyas variaciones lentas de regimen permiten prescindir de las derivadas par

ciales de Ia velccidad can respecto al tiempo, al calcular las accleraciones de la par

tfcula lfquida en las ecuaciones fundamentales.
La constancia de la suma de Bernoulli que se verifrca a 10 largo del camino

real de una particula, se uplica tambicn al camino media local de las partfculas
que escurren can rnovimiento permancnte turbulento.

Es evidente que el teorema de Bernoulli, como las ecuaciones dinamicas de
donde se deduce, es aplicable a los movimientos absolutes y a los relativos a un

sistema de comparacion animado de un movimiento recto y uniforme.
Este teorema es la expresion del principia de la consertaciori (Ie fa energia apli

cadc a part.iculas de un lfquidc perfecto que escurre par su peso can movimiento

permanente.
Como tal Iiquido es incompresible, las variaciones de presion no suponen

cambia de energia interne en las partfculas; por 10 tanto, los incrementos de ener

gfa cinetica son iguales a los trabajos que las fucrzas exteriores efecuian sobre Ia

partfcula Iiquida considerada. De otro modo, cquivale a decir que si agregamos la

energfa cinetica de la partfcula a las energfas poteneiales de las fuerzas que obran
sabre ella: el peso y las presiones del Iiquido que Ia rodea, se obtiene una suma

eonstante.

La suma de Bernoulli da estas energies par unidad de peso. En efecto, Ia ener

gia cinetica de la part.icula de masa nl es: 7'2 In Vi y su peso es m g ; luego, por
unidad de peso, la energia cinetica es:

1 mvl v2
_--

2 mg 2g

El potencial del peso de Ia partfcula, 0 sea, la capacidad de su peso para hacer

trabajo es m g z sl ella esta aituada a Ia cota z . Por unidad de peso este poten
cial es evidentemente z .

EI potencial de las presiones par unidad de peso es pi"!, es decir, que el trabajo
que efectuan las presiones sabre las partfculas de lfquido perfecto incompresible,
tiene par medida, calculada por unidad de peso, la variac ion de altura de presion
desde una posicion tnicial a otra final.

,
Las presiones son acciones interiores de la masa liquida, perc exteriores a la

partfcula incompresible constderada, por 10 tanto, la invariabilidad de Ia energfa
interna, al efectuarse cambios de presion en la partlcula (invariabilidad correlativa a

su incompresibilidad), exige que las variaciones de presion se conviertan en varia

ciones Inverses de cota a altura de velocidad, El trabajo posit.ivo 0 negative que
las presiones efcctcan sabre las partfculas es igual y de signo contrario al que realt
zan sabre las partfculas circunvecinas y ocasionan en elias una variacion inversa de
cota 0 altura de velocidad.

La altura de presion va midiendo estos trasportes de energia de una partfcula
a .otra. Un aumento de altura de presion en la partfcula contemplada, indica que
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la energia cinet.ica 0 la potencial de su peso que se ha perdido la adquiere otra u

otras particules y pucde volver a ella si desciende nuevamente [a altura de presion.
Aun en los liquidcs naturales compresibles, perc elfisticos, es insignificante el

aprisionamiento de energia dentro de cada particula, en comparae ion con la varia

cion de pi'}', cuando [a preston aumenta : 10 que permite la extension practicarnente
exacta, de 10 anteriormente expuesto a los liquidos naturales.

Como confirmacion de 10 expuesto en el perrafo anterior, calcu

laremos la energfa interna que se almacena en una particula liquida
de volumen inicial Va' que se comprime por cfecto de un aumento

de presion p (jig. 13), Sobre un elemento dw de su superficte exfste

la Iuerza p dw que efectua. un trabajo p C!W dx. La integral de los aw

ax, extendida a toda Ia superficie es dV y la energia total almace

nada en una variacion desde un volumen primitive Vo al final V, cs:Fig. 13

j,V'pdV
V.

Por cada atmosfera en que se aumenta Ia presion, un volumen primitivo de

agua disminuye en O,OOC05 Vo; por 10 tanto podemos escnb.r. sf eceptarnos que

la variac ion de volumen sea constante:

dV

dp
0,00005
---------V

10000 o

luego d
0,00005

V= ---V dp
10000

0

En una variacion de presion de Po a p Ia energia interna por unidad de peso

almacenada sera, (reemplazando dV per su valor en funcion de p):

0,000 000 005

y V. IfP 0,000 000 000005

V. pdp =
---

2
P'-P.'

P.

St suponemos Po =0 y p=100 000 Kg/ml, es decir, una variacion de presion
cuya altura representative es 100 metros de agua, la energla total almacenada por

unidad de peso serfa 2,5 cm., despreciable al lado de los 10.0 metros.
,

Son confirmaciones experimentales del teorerna de Bernoulli todas las cuestiones

de Hidrfiulica que en el se apoyan: pero una comprobacion directa 1a constituye e1

curioso experimento vertficado por DOnat Banki. (Energia-Atalakulasok Folya
dekokban, Budapest 1920, pag. 5)_
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En el aparato dibujadc en esquema en la jig. 14, abriendo Ia Have Al se deja
escurrir el agua del estanque PJf el tuba A1/\,'. El trozo A de dicho tuba era de

goma de paredes muy delgadas. de modo que
las presiones inreriores y exteriores se transmi
tian Iactlmente. E1 trozo A va cubierto de
una ampolla de vidrio B unida a un tubo de
goma mas gruesa. pero flexible, que permite,
subiendo a bajando el embudo, aumentar a

disminuir Ia presion en 1a ampolla B. Se nota

• que al subir cl embudo, 0 sea, al aumentar la

l ��������;;!N
presion en B, el tubo de goma A se hincha:
por el contrario, se conrrae al bajar Ia pre-
sion. Esto comprueba que transmitido al inte
rior del tuba A: el aumento de p, debia
disminuir v�/2 g; 10 que para verificarse

necesita aumento de la seccicn de escurrimiento, es decu-, dilatacion del tubo de
goma y vice-versa. Bank! hace notar que se producen vibraciones del trozo de goma
par efecto de las variaciones de presion, para las cuales no ve una explicaci6n sa

tisfactoria. En el laboratorio hemos observado las mismas vibraciones, notando en

la goma, que facilmente se rompia, solamente la tendencia a hincharse 0 a contraerse.
EI teorema de Bernoulli tfene representacion grafica sen

cilla. Sl a 10 largo de la trayectoria real 0 media local de
ceca z (fig. 15) se agrega la altura de presion y Ia altura de

velocidad, se obtiene Ia traza de un plano horizontal, Hama
da plano de carga dinamica a simplemente plano de carga. La
linea que sepa-a las alturas de presion de las alturas de vela
cidad se llama linea piezomitrica, pues es 1a linea hasta donde

4

Fig. J4

Ilegarfa la columna de liqutdo, eolocando 'ptezomecros distri
buidos a 10 largo de la trayectoria del filete. .L, f

La trayeetoria 0 lugar geometrico de z, la linea piezome
trice y e1 plano de carga no pueden cortarse ; pues las alturas
de presion y de velccidad son slcmpre positives. Mas aun,
para que el cscurrimiento de los llquidos naturales se verilique en forma continua,
la altura de presion ni siquiera puede bajar de un cierto valor que depende de Ia
naturaIeza del Iiquido y de la calidad y cantidadde gases disueltos, que en las bajas
presiones tienden a desprenderse, formando vaporcs que cortan el escurr imtento.

Para los calculos ordinar-ies de la Hidraulica se descuentan los 10 metros de la

presion atmosferica: suelen asi resultar presiones negat.ivas.
EJEMPLo.-En un punto de la trayectoria de un filete de cota 1 SO m., 1a presion

es de 3 Kg: cm� y Ia velccidad es de 2,5 m: seg. Se quiere conocer la presion en otro

punto en que Ia cora de la trayectoria es de 0,)0 m. y la velocidad se ha aumentado
a3 m:seg.

La presion en el primer punto es de 3 Kg ems, � decir, 30 000 Kg:ml, y la al
tura de presion es

Fig: 15

30000
--- =30m.

1000
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La altura de velocidad infcial, obtenida de Ia Tabla N.o 1, en la cual, Frente a cada

valor de h viene el de flgh, es de 0,32 m. Esta tabla se ha calculado tomando

para g el valor 9,8 m. segt, valor de la aceleracion de gravedad en Santiago. Por 10

tanto la suma de Bernoulli vale:

1,5 + 30 + 0,32 = 31,82 m.

En el segundo punto
v'

la altura de velocfdad es -2-g
= 0,46 m. Luego se tiene

31,82 = (/,fa + _!__+O,46
l'

p
- = 30,86m.
1'.

p = 30860 Kg: ms.

16. Corrientes Uqujdas� Gasto.�Las corrientes, definidas como haz de filetes rea

les, 0 medias locales paralelos, constituyen la forma de escurrimiento que mas inte

resa en Hidrtiulica. En ellas.da magnitud que tiene mayor importancia cs el zasto 0

caudal, que es el volurnen Ifquidc que pasa por una secci6n en Ia unidad de tiempo.
Definiendolo en forma analitica para abarcar corrtentes impermanentes, diremos que

es la raz6n entre el volurnen elemental que pasa y el t.iempo elemental que demora
en escurrir :

dV
q---

dt

Si u es Ia velocldad de escurrimiento de un filere en el Instante. consjderado..
cuya seccion normal es dw, el volumen elemental que escurre en un tiempo dt es un

prisma de altura u dt y base dw, por 10 tanto el gasto elemental del filete es:

q =--d-,--
u dt d",

= u dw

EI gasto total de una corriente de seccion normal n es:

Si la seccicn no es nonnal a la velocidad, se considerara la eomponente normal

en cada filete. En escurrimiento turbulento la velocidad que se ha de considerar en

cada filete es la media local.
Se llama v�locidad media aI termino medic aritmerico de las componentes nor

males de las velocidades de todos los filetes de la corrlente 0, en otras palabras, a

la velocidad que multiplicada por la secci6n da el gasto:
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En una corr iente perrnanente el gasto que pasa por todes las secciones es igual

y, por 10 tanto, se puede poner-:

de donde se deduce:

es decir, que las velocidadcs medias de ccrrientes perrnanentes guardan rclaclon in

versa can las sccciones respectivas. St las secciones son circulares, la razon de las

velocidades medias sera inversa del cuadrado de los diametros.

Este hecho const.ituve Is concltcton de continuidad de liquidoa incompresibles

que escurren can movimiento permanente.

En lfquidos incompresibles con mcvimientc impermanente, la condicion de con

t.inuidad se obtiene, relacicnando Ia variac ion del gusto a 10 largo del camino, con

Ia de Ia seccion en el tiempo. En efecto, considcrando el volumen lfquido encerrado

entre dos secciones que distan ds y cuyos gastos son:

Q y
aQ

Q + ·--tis,
as

eura por la primera seccion un volumen: Q dt

eo ,

y sale por 18 segunda un volumen: (Q + �ds) (It

La vartacton de volumen es, pues:

dQ
Q dt - (Q + - ds)

as

aQ
dt = � .. - tis d!

as

La variacion de seccton que a este incremento de volumen corresponde cs:

ao
--dt:

at

expresado en funci6n de ella, el incremento de volumcn es ;

i)(J
- ,-- dt d,

at
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J J8 igualdad de las dos expresiones de
compresibilidad del Ifqutdo. se expresa:

la variac ion de volumen, deb ida a la in-

aQ
--- ds dt

as

an
-- dt a's

at

ao an
_' + �o
as [) t

ecuaci6n que manifiesta que la varlacion de gasto por unidad de longitud es igual y
de signa contrano a Ia variac ion de seccion por unidad de tiempo.

La nocion de gasto nos da otra demostraci6n del teorema de Bernoulli por me

dio de la aplicacion del tecrema de las fuerzas vivas a un (ilete de liquidc perfecto,
de seccion elemental, que escurre con movimiento

permanente. solicitado por su peso como unica
fuerza exterior.

Apliguemos el tecrema a la mesa llquida que
I( escurrc en un tiempo infinitesimal de por las S�

clones normales sucesives. desde una situaci6n
inicial A (!�ig. 16) basta otra Cnal B a donde
Uega al cabo de uri tiempo finite. La permanencia
del mcvimiento dice que par cada saccon Ia masa

elemental que escurre demorora en pasar el mismo

tiempo dt, 10 que equivale a decir que el gasto dQ
es constante. Ll semi-incremento de la fuerza viva

de la masa conaiderada. desde A a B, si L10 es Ia velocidad can que se traslada en

A y U, la velocidad en T3, sera:

A

a,

I z,

--, J J_
Fig. 16

•

dQdt
(U.'- U:)

2

Esta cant idad ha de ser igual al trabajo que las fuerzas que obran sabre Ia
mesa, efectuan desde A a B. El r.rabejo del peso, si Za Y Zr son las cotas del
centro de gravedad en las posfciones inicial y final, sera:

'Y (a, - z.) dQ dt

Las otras fuerzas exteriorcs son las presiones que obran sobre Ia superficie de
la masa considerada. lAS que obran sobre la envoltura cilindrica son norrnales a

ella y dan proyeccion nula sobre cl camino; par 10 tanto, su trabajo es nulo. Que
dan las de las secciones planes que la Hmitan, pues podemos consloerar la masa

como un prisma recto. En su posici6n inicial, la presion Po C.wa que obra paralela
al camino, trabeja a 10 largo de U, dt; pero llegada la seccion posterior J la sec-
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cion MN (fig. 17) Ia presion es igual y de sentido contrario a la que obraba en

ese punto cuando en Ia situacion /\IN estaba la secci6n anterior. Desde ahi las

presiones sobre las ceras anteriores efectuan un trabajo
igual y de signo contrario al de las presiones en la cara

posterior. Queda en B un saldo de trabajo: -p. c!w,
U. dt.

Los frotamientos 0 componentes tangenciales no

existen pues, por hfpotesls, se trata del liqutdo perfecto,
y la energfa interna no varia por ser el liquido incom

presible. En consecuencia, se tiene:

Fih.17

Simplificando y notando que:

queda:

que es la expresi6n del teorema de Bernoulli.
Las corrientes definidas como haces de filetes reales a medias-locales paralelos

a de curvatura muy pequefia, presentan una cualidad que simplifica mucho 103
calculos. Ella es que en fa secci6n normal rige ia ley hidrostdtica.

En efecto tomemos en el seno de una corriente un sistema de ejes coordena

dos, dando al eje de las X Ia direcci6n de la corriente

(fig. 18) y colccando los ejes Y y ZenIa secci6n nor

mal de modo que el primero sea horizontal. Si acep
tamos que las eomponentes v' y w' de Ia aceleraci6n
de las partfculas segun estes ultimos ejes son nulas, y X
tomamos en cuenta que la componente Y de las fuer- Y.¥
zas exteriores es nuIa, y que Z vale -- g cos i , siendo Fig. 18

i el angulo que forma el haz de filetes can la horizon-

tal, las ecuaciones de proyeccion sabre los ultlmos ejes, son:

1 dp
--�O
p dy
1 dP. .

---=-gCOSL
p dz

'

La ultima ecuaci6n es la expresion diferencial de 1a ley htdrostatica y la de

proyeccion sobre el eje Y 1a confirma, pues dice que es nu1a la variaei6n de pre-
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.sion en la horizontal. Si existe superficie libre la secci6n queda limitada per ella
en una recta horizontal.

La ecuactcn dinarnica sobre. el eje de las .X es frecuentemente estudiada intro
duciendo en ella los frotamientos. De ella sc deduce 1a ecuacion general de las CD

rrientes permanentes.

17. Extension de la suma de Bernoulli a toda la eorriente.--Ei teorema de
Bernoulli demostrado para un filete

p u'
z+-+--=cte.

y 2g

se puede extender a toda la corrtcnte. entre des secciones en que rige la ley hi
drostatica. Si queremos calcular e1 valor media de la suma de Bernoulli que co

rresponde en cada secclbn al caudal que pasa en Ia unldad de tiempo por ella,
multiplicaremos los Bernoulli de cada filete por dQ. gasto de cada uno, integraremos
de cera a Q y divideremcs par Q.

IJQ( P U')_.. z+ - + -.,- dQ�cte.Q 0 y.g
(II

Notanda que en esta ecuacion z + pi"! es Ie cota piezometrica ldentica para
todos los filetes, porque en la seccion rige la ley hidrostatica, y que par 10 tanto
vale: 10 mismo en todos los filetes. Se obticne:

(lia

Poniendo en vcz de Q su valor n U, y u (iw=dQ tenemos:

P I JIlz+- + --- uJdw=cte.
� 2gll U

o

(lib

Si para eI calculo del valor media se toma como coeficiente de irnportancia la
seccion elemental de cada filete, equivale a decir que se quiere calcular el valor
medic de la suma de Bernoulli del agua ccmprendfda, en un instantc dado, entre
dos secciones infinitan-ente proxirnas. Como las secciones suceslvas van carnbtanoo
en el movimiento variado: para tamar en cuenta tambien esta claee de con-ientes,
no podriamos multiplicar el Bernoulli por los elementos de area e integrer. pues no

se conservarfa.la constancia. En cambio el dertvar eI Bernoulli de un filete respecto al
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camino se obtiene una cantidad nuia, puesto que es constante, ella despues de irite

greda tarnbien sera nula. Dicha derivada es:

dz I dp u du
-+ _-- +--·_·�o
ds 'Y ds g ds

Multiplicando esta ecuacton por dw, integrandola entre cero y n y dividiendola

par n tendremos. en forma analoga a la ecuacion (11:

_Ir. dz
+ _I_ :!_p +.':' �.) d",�O (12

I! ds 'Y ds g ds
o ,

La surna de los dos primeros termtnos del parentests ccnst.ituye la dertvada

de Ia cota piezometrica, igual para todos los filetes porque rige Ia ley hidrostatica,
y par 10 tanto tiene un valor constante en toda le seccion, podcmos, en consecuen

cia, escnbtr esta ecuaci6n como sigue r,

(I2a

Nada se altera si en el integral del tercer termmo introducimos dentro del

signo derivada el gasto constante u dw del filete, que esca fuera de €:t. Ademas, in

virtfendc el orden de la integracion y la derivaci6n respecro al camino, podernos
escribir finalmente la ecuaci6n:

(l2b

Tenemos, pues, dos integrates analogas en las ecuaciones (11 b Y (/2b; para

encontrar su valor, en funcion de la velocidad media U, escrfbamos que la. velcc

dad de un filete cs igual a esta media mas un exceso W, positive ° negative

u�U+w

podemos escribir

el cuadrado de esta razcn es:

( u )'
w ( w.),- �I+2-·-+ -,

U ;.U U·.
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y e] cuba

( u )' w ( W)' (W )'U�J+3U+3U+U
Multiplicando la prirnera, segunda y tercera potencia de Ia razon uf U por dw.

integrando de cero any dividiendo por n, se tiene:

fll 111I u J UJ

!i
0
U da=l + 0

0
-[j

dw

fll JlI JlI JlII US 3 w, 3 WI 1 w3
- - d�1 + .-. -cw+- -·dw+- .--dw
UOU3 nov noU2 fioVJ

El primer miembro de la primera de estas ecuaciones vale la unidad, pues

ill U dw es el gasto Q de la corrtente dividido par sl mismo [l U: Iuego el integral

_!_fn� dw, es nulo, 10 que era evidente al constderar que estc integral es el
1I

0
U

termino media de las diferencias de las veloctdades individuales con la media.
Aparece dividido por el gasto n U que no afecta su nulidad. En cambia el inte-

Ifn w"
gral - -- dw no puede ser nulo. y es siempre positivo cualesquiera que sean los

n
0

U2

signos de los w individuales. Este integral es Hamada generalmente 'I. En Ia ultima

ecuacion aparece el integral.i_f n� de, cuyo valor es generalmente muy pequefio.n
0

UJ

pues en el, los excesos positives al cubo que son par esto pequefios, tienden edemas
a ser compensados con los negatives. Este integral generalmente despreciable 10
lIamaremos p.

Podemos, pues, escribir la segunda y tercera de estas ecuaclonss:

(13

(14
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Estos cceficientes numericos a' y a (1) J como generalmente se los designa,
entran en el valor de los integrales que nos interesan, pues de aqui obtenernos:

Introduciendo estos valores en las ecuaciones (11 b y 12b, tendremos respec

tivameme:

p U'
z+-+"--=cte.

'Y 2g
(1)

dz 1 dp 1 d
+ - � + ._ ..

-.- (a'DU')=O
ds 'Y ds Dg dS

il ia

Sacando fuera el gasto constante esta ultima ecuacion es:

dz 1 dp U d
� + -

-- + - .- (a' U) =0
lis 'Yds gds

(16

La ecuacion (1) nos dice que la energfa cinetica media de toda la corrtcnte se

obtiene multiplicando la altura de velocidad media por el coeficiente a. Los coefi
cientes a y a' que elevan el termino media aritmetico U a termino media cuadra
tico son siempre superiores a la unidad, y tres veces superior el exceso de a sabre

la unidad que el de a'. Ambos se miden por medic de � que depende de las dife-'
rencias relativas de velocidades y no de sus valores absolutes en la seccion. Vere

mos en el estudio de las corr ientes, que en movimiento uniforme su valor es cons

tante y depende de la rugosidad de las paredes. En regimen gradualmenre var iado

las variaciones de a y a' son inversas de las de L]2/2g, y en general 10 mismo su

cede en las singularidades en que varia U2/2g entre des secciones en que rige la

ley hidrostatica. En efeeto, .al pasar de una seccion a otra, 5i en ambas rige la ley
hidrostatica, la cota piezometrica tiene un valor comun para todos los filetes en cada

una de esas secciones. Si hay variaciones entre ambas secciones, en la cota piezo
metrica comun, es porque la diferencia Sf ha convert.ido en altura de velocidad.

En otras palabras. todos los filetes rec iben incrcmcntos iguales de altura de velccidad,
es decir, varian su velocidad en una misma cantidad; por 10 tanto, ei ese incre

mento es p(lsitivo', todas las velocidades de la segunda seccion tienden a igualarse,"

(I) Las clenomtnaciones de ct para el coeficlente 1 + 3'tl y de IX' para el I + 'f) 50n universal

mente seguidas, a excepci6n de los aurores iralianos Mesoni y Spataro que las invierten .

•
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SI es negative, sus diferencias relativas han aumentado. La experiencia confirma
este logico razonamiento.

En el liquido perfecto, Iibre de frotamientos, en que el Bernoulli se conserva,
se puede encontrar una relacion entre las variaciones de 7J y las de LT. En efecto, si
denvamos la ecuacion (1 i, con respecto al camino, se tiene:

_<i:_ + _1 c!P_ + __<i_ (a. U')_Ods 'Y ds ds Zg (16a

lgualandola con la ecuacion (16, se obtiene:

� .. (a-l!')·� !!___<i_ (a'U)
ds 2g gds

(17

reemplazando a y a' por sus valores en funci6n de 'l, multiplicando por ds y por g
obtenemos:

(17

ejccutando la diferenciacion indicada:

(1+3,) UdU+ .!_U'd.�(1+,) UdU+U'd,·
2 .

4 dU =_.:!:!..
U •

(18

(18a

Esta relaclon manifiesta que las vat-iaciones relativas de la velocidad son inver

sas y cuatro veces mayores que las del coeficlente 1'1.

Integrando esta expreaion obtenemos:

4 Log U� -Log, + 'Ie.

."U'=cte. (18b

De la ecuaci6n (18a, podemos obtener el valor de d" que reemplazado en la (18
nos da Ia identidad

U'
(1- 3,) UdU=(J-3 ,) d--

2

o sl dividtmos por g y por ds obtendremos en cada miembrc de la (17:

d U'
(1�3.)-

ds 2 g
(19
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Recordando que los miembros de Ia (17, son los ult.imos terrninos de la (15a, y
de la (16, tendrfamos Ia ecuacion completa:

dz 1 dp d U'
-+- - +(1-3,)--=0.ds ')'ds ds2g

(20

ecuacton que demuestra que sl se quiere calcular las variaciones de la energfa cine
tica entre des secctcnes. computadas estes por las alturas de velocidad media, es

necesario rnultipllcar su diferencia por un numero menor que la unidad, como 10
habra previsto Dupuit (I) y manifiesta el error en que incurren algunos hidrauli
cistas que al porter

" UI3_UO�
a ----

2g

atribuyen a a" el valor de a = J + 3 ", ccefictente que es siempre mayor que la unidad.
La ecuacion (20, mult.iplicada par ds es integrable:

EI integral del segundo terrnino 10 podemos hacer encontrando un adecuado
valor (1-3,,') que sea el valor media de este coeficiente en el campo de integra
ci6n: como los valores sucesivos J -31] en todo dcho campo son menores que la

unidad, 10 sen] tambien ese valor medic (1-3 '1') que ha de multiplicar a la dife-
. l)Ii - UQ2

renCla _. -
. __ .

2g

J ntegrando se t.ienc:

de donde se deduce:

1�3'I'J'
2�

--_...-.--->1
Po PI

z.+-·-ZI- -

r r

(I) Dupuit: Etudes rheonqcee et precttques sur le mouvement des euux ccurranrs, 1843, pita!:!.
69 y slgulentcs.
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ecuacron que nos dice que entre dos sccclonee de una corriente de Ifquido per
fecto es mayor 1a diferencla de alturas de veloctdad media que las diferencias de
cotas piezometricas entre ellas 0, como podrlamos decfr, que el reruiimienso de las
energias cineticas computadas por las velocidades medias es mayor que 1a unidad

Algunos hidraulicistas esignan a a=! +., '1 un valor unico tal como 10/9; tal
valor no es real. En movimiento uniforme turbulento ha dado Bazin relaciones ex

perimentales que deben tomarse en csos casas; en movimiento gradualmente variado,
demcstraremos que puede prescindirse de a y en las singularidades (I) debe acep
tarse a de acuerdo con las circunstancias del fen6meno en estudio. Mas vale tamar

en todokcaso a = J_, como 10 hacen muchos autores (2) que apartarse de ia unidad
en distinto sentido que el exigido por la teorfa
y [a experiencla (3).

E)BMPLo.-En un canal rectangular se

concce en una secci6n A.f\ (Fig. 19) 18 ley de

reparticion de velocidades en una vertical, que
es dada par la expresi6n

2
u=2- - X2 en m-seg.

3

En esta expresion u es In velccidad a la

Fig. 19 profundidad x, contada desde la superficie li
bre. La profundidad total en 1i..A es hA = 1,50 rn.

Se pide calcular la profundidad en otru seccton DD, en que el fonda ha sub ida
0,4 m., si en A/\ y DO rige Ia ley hidrostatica y es aplicable al teorema de Bernoulli.

Para calcular la surna de Bernoulli en AA necesitamos conocer 18 velocidad me

dia UA Y aA Haciendo el calculo par urudad de ancho, calculemos previamente el
gasto.

(1) Bazrn da aguas arriba de vertederos velores de IX variables entre 1,4' y 2,43, producldos
par retardos conucuados de veloctdedes muy pequegas (entre 0,3 yO,") m: 5), en canales de pare
des muy lisas. Son edemas valores deducit'os en forma indirecta. En canales de tierra, con retardos
de velocidades de magnitudes absolutes mayores, hemos medido directamentc valores de (%. que

llegaban al valor maximo 1.60. En movimtentos ideates estratificados, uniformes, el cttlculo da (%.=2.

(2) Lang (l-]iitte).- Russell. Text-book on Hydraulic (Tecnol6gico de Boston) 1921.- Me
rriman : Treausa on Hydraulic lc)16. Weyrauch: Hydreuliches Rcchnen ]921 {Hoch'schule
Stuttgart).-·- Forchhesmer : Grundriss der Hydraullk 1924. =Salas E : Escurmmentc variado 1923
Boudin : L 'axe hydraullque 1:363.·· .......Spataro : Ic'ravltoe teorica e spenmcntalc )()24. En general
los autores frances-a que siguen a Saint Venant y Bousslnesq nun 10 conserven y algunos como

Mouret hacen valer en escurnn-Iento variado los valcres dades por Baain para el movlmiento uni

forme, 10 que es inaceptable.
(3) Si se trata de calcular 113. cantidad de mcvlmiento media del caudal que pasa en la unidad

de tiempo por una eeccton. util para numcrosas aplicaciones de Ia Hrdraultca. aparece natural
mente el coeficiente ya definido antes a:'. En efecto, el gasto elemental II dro, cuya mass cs y/g
u dw tiene una cantidad de movimiento y/g u2 dw ;Ia de coda la corriente es
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. (/,5 2 2 /,5'

Q�J 0
(2-Jx')dx�2XI,5- JX-3-�2,25 me-a.

La velocidad media es entonces

La altura de velccidad correspondiente, encontrada en Ia Tabla N.Q 1, es

U'
-- � 0,/148 m.

2K

Para tener exactamente 11, que 10 necesitaremos despues, calcularemos prime
ramente a'=J + 7J.

1 J/,5( 2)'a'A=--- 2--x� dx
2,2SXI,5

0
3

a'A=1,08SS

De aqul podrfamos deducir

iXA =1 +3 '1=1 ,267

IJIl '"
Calculando UA directamente par Ia expreston -

_ dw
n

0
U3

resulta

10 que quiere decir que
aA=i,279

f3�0,OI2

La altura media de volcctdad en AA, que excede alga a la altura de veIocidad
media, es:

VA'
"A - -�1,27XO,IIS�0,/46m,

2g

Par 10 tanto, la suma de Bernoulli media de Ia corriente, contada desde el
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fondo en i\A, si notarnos que la cota plezometrtca es, por Ia ley hidrostat.ica, sim

plemente Ia profundidad:

BA=1,5 + 0,/46=/,646 m.

La suma de Bernoulli en DD, contada igualrnente desde el fondo, es,

Bo=/ ,646-0,40=/ ,246 m.

y debe satisfacer 13 ecuacion:

Debemos notar que aD = 1 + 3 l1v debe curnplir la relaci6n:

Calculando con los elementos ya conocidos de la secci6n AA, obtenemos:

Para calcular nD' aD Y
U'_J�!_ procederemos por tanteos, suponiendo previamente
2g

oo = I . Tendriamos, reemplazando Ia velocidad por su equivalente, en funcion del
gasto, la ecuacion de tercer grade en h.

que para llo=/,246 y Q=2,25 ma-seg. se satisface (1) con ho=O,99 y con

ho=0,65 rn. Tomaremos unicamente la mayor. La profundidad efectiva es alga
menor, pues oo es mayor que la unidad, aunque par la disminucicn de h (de 1,50
a cerca de 1m.) la veloctdad ha aumentado y_ a ha tendido a la unidad.

Para h=O,99 corresponderla

u= �:�� =2,27 m:seg.

(I) En esre mlsrro capitulo, poco despues ee encucntra el merodo para calcular las alturas de
agua de esta ecuacion, 'climinando la ecuacicn de tercer grade.

Las des ratces rostcvas s?n h\ =0,99 m. y 11s= 0,65. At estudiar las corrtences ubiertas se fijar{\
el criteria que dcmuestra que es valida aqui solamenre Is eccptada: h=Cr,99.

(2) Esta efirmecton se demuestra en este mtsmo capitulo, poco mas adelante, el decir que 1r-3
rlos pterden Bernoulli con 18 altura,
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Este valor reemplazado en "1/ U'=O,450 nos darla "I/D=O,OJ76 y per 10 tanto nos

da idea del valor de (;lD = J + 3 'ID = 1 ,05, Como multiplicado este oo por

VD'j2g del primer tanteo Ilegarlamos a un Bernoulli mayor que J ,246, es necesa

ria bajar hD (2) para un segundo tanteo,

Despues de tantear se obtiene:

hD=0,944 UD=2,38m:seg.
Vo'

---:zg
= 0,29 m,

�D=0,014 "D= 1 ,042
VD'

"v--=0302
2g

,

valores que verffican las ecuaciones

UD hD=Q=2,25 m-.seg.

VD'
hD + "D ---:zg

= BD = 1,246 m.

Es util observar, para terminar, los siguientes resultados obterudos:

UD�-UA%
-----=0188m

2g
, .

Por 10 tanto, el coefictence a" = (1 - 3 11') que multiplicado por

UV3_UA3
2g

nos habria dado la diferencta de energias cineticas medias entre ambas secciones,
habrfa valido:

0,156
,," =

0 188 =0,830

es decir, como se demostro, menor que la unidad. La diferencia can la unidad es

precisamente 1·-(),83=3"1/I=O,J7, 0 sea, corresponde al valor media 'I}
I =0,056 .

Este valor esta efectivamente comprendido entre l1A=0,0888 y 1)D=O,0140, cuya

term ina media aritmetlco es:

_�A_+_�_D = _0_,0_888 + 0,0140
2 2

0,0514

muy parecido al de ,,'. La que hemos Hamada rendimiento serja:

1·_·3v
1,205

mayor que la unidad. como qued6 dicho.

(Continuara).




